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Breve descrizione delle tematiche di ricerca trattate

Stime asintotiche del nucleo del calore su gruppi di tipo H (con T. Bruno)
Dato un operatore differenziale positivo e ipoellittico L su una varietà M munita di una forma

dispari di volume ω, il corrispondente semigruppo del calore
(
e−tL

)
t>0

gioca sovente un ruolo
importante nello studio di varie proprietà di L, M e ω. In varie occasioni è possibile determinare
l’azione di e−tL su una vasta classe di funzioni mediante un nucleo integrale pt, il nucleo del calore.
Dato che l’espressione esplicita di pt non è in generale disponibile, risulta spesso rilevante ottenere
delle stime asintotiche di pt per t→ 0 dotate di una ragionevole uniformità nei rimanenti parametri.
A tal proposito sono state ottenute stime gaussiane con varî livelli di precisione in diversi constesti.

Nel caso in cui M sia un gruppo G di tipo H, ω una misura di Haar e L il sub-Laplaciano
standard, è possibile dare una rappresentazione quasi esplicita del nucleo integrale pt (cf. [35,
Teorema 1 del § 4]). In queste circostanze, numerosi lavori hanno portato a stime sempre più
precise e uniformi di pt e delle sue derivate, per t→ 0 (cf. [35, Teorema 2 del § 3], [39, Teoremi 1.1
e 1.3], [10, Teoremi 2.42 e 2.46], [32], [43]).

Abbiamo ottenuto stime asintotiche ottimali e uniformi di pt per t → 0, nonché di una classe
particolarmente significativa delle sue derivate. Mediante tali stime, è in linea di principio possibile
ottenere stime uniformi (anche se non necessariamente ottimali) di ogni derivata di pt per t→ 0.

Come applicazione di tali stime, è stata fornita una nuova dimostrazione di un risultato di J.
Inglis [41] secondo cui l’operatore di tipo Ornstein Uhlenbeck costruito a partire dal “gradiente
orizzontale” rispetto alla misura avente densità e−pt rispetto alla misura di Haar su G ha spettro
discreto.

Moltiplicatori spettrali su gruppi di Lie
Sia L un operatore a coefficienti costanti su Rn. Allora la trasformata di Fourier FL di L

è un polinomio: usando questo fatto è spesso possibile studiare varie proprietà dell’operatore L,
equazioni ad esso associate, ecc. In particolare, risulta in una certa misura agevole studiare le
funzioni di tale operatore, interpretando m(L) come la distribuzione temperata la cui trasformata
di Fourier è m ◦FL. Piú precisamente, m(L) va interpretato come l’operatore di convoluzione con
nucleo F−1(m ◦ FL). Si va cosí delineando una “trasformata spettrale” che ad una certa classe di
moltiplicatori m associa dei nuclei di convoluzione K(m) = F−1(m ◦ FL).

Nel caso sia necessario lavorare con degli operatori differenziali invarianti a sinistra L1, . . . ,Lk su
un gruppo di Lie G (generalmente non commutativo), la trasformata di Fourier risulta assai meno
maneggevole che nel caso abeliano, sicché la trasformata spettrale ricavata in precedenza potrebbe
risultare preferibile, seppure solo in alcuni contesti. Ad esempio, affinché sia possibile definire una
trasformata spettrale del tipo precedente con proprietà ragionevoli, è necessario che gli operatori
L1, . . . ,Lk fissati commutino tra di loro in un senso opportuno. È naturale domandarsi quali affinità
presenti la trasformata spettrale K cosí introdotta rispetto alla trasformata di Fourier (inversa) del
caso di Rn, che risulta essere la trasformata spettrale associata agli operatori −i∂1, . . . ,−i∂n.

Ad esempio:

1. esiste una misura “di Plancherel” β su Rk tale che K induca un isomorfismo isometrico da
L2(β) in L2(G)?

2. se una tale misura di Plancherel β esiste, esiste χ ∈ L∞(β ⊗ νG), ove νG indica una misura
di Haar destra su G, tale che

K(m)(g) =

∫
Rk
m(λ)χ(λ, g) dβ(λ)
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per quasi ogni g ∈ G e per ogni m ∈ L1(β)?

3. se tale χ esiste, lo si può prendere continuo?

4. vale una proprietà di tipo Riemann–Lebesgue, nel senso che se K(m) ∈ L1(G) allora si può
prendere m ∈ C0(Rk)?

5. seG è un gruppo a crescita polinomiale del volume, sicché si può definire in maniera “naturale”
lo spazio di Schwartz S(G) su G, è vero che K associa ai moltiplicatori di Schwartz dei nuclei
anch’essi di Schwartz?

6. nel caso il punto precedente abbia risposta affermativa, è vero che se K(m) ∈ S(G) allora si
può prendere m ∈ S(Rk)?

Ciascuna delle precedenti domande ha, in generale, risposta negativa. È tuttavia possibile
determinare alcune classi di (famiglie di) operatori per cui talune delle domande precedenti abbiano
risposta affermativa, come la 1, la 2 e la 5 (cf. [27, Proposizione 3], [51, Teorema 3.2.7], [70, Teorema
2.11], [40], [71], [51, Proposizione 4.2.1]). Per quanto concerne la 6, sono state fornite alcune
condizioni sufficienti nel caso in cui gli operatori soddisfacciano alcune condizioni di invarianza
aggiuntive (cf. [8], [9], [33], [34]) o nel caso di sub-Laplaciani su un’ampia classe di gruppi (cf. [54]).

L’estensione del problema precedentemente accennato è stata ridotta al caso di gruppi con una
struttura debitamente semplice (i gruppi omogenei) e di operatori che rispettino adeguatamente
tale struttura (operatori omogenei). In queste circostanze, è stato completato un risultato di A.
Martini [51, Proposizione 3.6.3] fornendo una caratterizzazione delle famiglie di operatori omogenei
per cui la trasformata spettrale K mandi S(Rk) in S(G). Sotto tali condizioni era già nota l’esi-
stenza di una misura di Plancherel β, mentre l’esistenza del nucleo integrale χ si deduce facilmente
estendendo le tecniche già impiegate da L. Tolomeo [70, Teorema 2.11].

Successivamente, sono stati esaminati alcuni esempi per verificare quali delle rimanenti pro-
prietà fossero verificate. Già nel caso dei gruppi abeliani è stato possibile riscontrare famiglie di
operatori variamente patologiche. Ad esempio, è possibile costruire due operatori di ordine 8 su
R2, polinomi in ∂2

1 e ∂2
2 , e due moltiplicatori i cui nuclei associati risultano essere, rispettivamente,

∂2
1 e ∂2

2 . Siccome tali moltiplicatori non possono essere presi continui, le proprietà 3, 4 e 6 risultano
violate.

Seppure l’esempio precedente mostri che la proprietà 6 non può valere su ogni gruppo abeliano
(per quanto semplice), è possibile in ogni caso dimostrare che l’insieme K(S(Rk)) dei nuclei corri-
spondenti a moltiplicatori di Schwartz è chiuso in S(G), per lo meno nel caso in cui G sia abeliano.
Questo risultato, benché parziale, presenta già alcune applicazioni allo studio delle corrispondenze
tra moltiplicatori di tipo Mihlin e nuclei di tipo Calderón-Zygmund.

Sempre nel caso dei gruppi abeliani, è possibile caratterizzare gli operatori L per cui la proprie-
tà 6 è verificata (in questo caso si considera quindi la trasformata spettrale associata ad un singolo
operatore): supponendo per comodità che L sia un operatore di Rockland (condizione necessaria)
positivo (ipotesi ragionevole eccetto che nel caso in cui G sia R), la proprietà 6 è verificata se e
solo se L non è una potenza propria di un altro operatore positivo. Ad esempio, ∂2 su R soddisfa
la proprietà 6 in quanto è sí il quadrato di ∂, ma ∂ non è positivo; al contrario, ∂4 non soddisfa la
proprietà 6.

Nel caso di un solo operatore (anche su gruppi non abeliani, ma comunque omogenei), la
proprietà 3, e di conseguenza la 4, è sempre verificata.

Passando a gruppi non abeliani, sono stati studiati alcuni esempi sul gruppo di Heisenberg Hn.
Supponiamo che L1, . . . ,Lk−1 siano dei sub-Laplaciani omogenei su Hn, e che Lk sia −iT , ove
T è una base del centro dell’algebra di Lie di Hn. Consideriamo quindi la trasformata spettrale
associata alla famiglia (L1, . . . ,Lk,−iT ). Allora le proprietà 1, 2 e 4 sono verificate. Inoltre, sono
fatti equivalenti:

(i) la proprietà 3 è verificata;

(ii) la proprietà 4 è verificata;

(iii) la proprietà 6 è verificata;
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(iv) se K(m) è supportato nell’origine,1 allora è possibile prendere m polinomiale.

Inoltre, nel caso in cui le condizioni precedenti non siano soddisfatte, è possibile trovare dei
moltiplicatori m1, . . . ,mk′ tali che:

• L′1 := K(m1), . . . ,L′k′ := K(mk′) siano dei sub-Laplaciani omogenei;

• la (trasformata spettrale associata alla) famiglia (L′1, . . . ,L′k′ ,−iT ) soddisfaccia tutte le
proprietà 1–6;

• L1, . . . ,Lk siano combinazioni lineari di L′1, . . . ,L′k′ .

Di conseguenza, se una famiglia come quella considerata nel teorema precedente non soddisfa
le proprietà 3, 4 e 6, allora è sempre possibile trovare una famiglia “funzionalmente equivalente”
che soddisfa tali proprietà. Sfortunatamente, non è al momento noto se l’esistenza di un “comple-
tamento”, nel senso dell’equivalenza funzionale, esista sempre (piú precisamente, se esista finito);
in ogni caso, sono noti esempi di famiglie “complete” che non soddisfano la proprietà 6.

Infine, relativamente alla proprietà di Riemann–Lebesgue (la 4), è possibile stabilire quanto
segue. Detta L1

(L1,...,Lk) l’algebra dei nuclei L1, cioè l’insieme dei nuclei K(m) che appartengono
ad L1(G), è possibile definire in modo canonico una mappa propria dallo spettro Σ di L1

(L1,...,Lk)

in Rk. La proprietà di Riemann-Lebesgue è allora verificata se e solo se tale mappa è iniettiva. Di
conseguenza, i problemi di continuità che possono presentarsi nei moltiplicatori associati a nuclei
L1 derivano da una sorta di sovrapposizione tra i valori “naturali” che assumerebbero su Σ in punti
aventi la medesima immagine.

Tali risultati sono stati estesi ed ampliati a diverse famiglie di operatori su gruppi di passo 2.

Contrazioni di gruppi nilpotenti (con F. Ricci)
In [57], A. Nagel, F. Ricci ed E. M. Stein hanno ricavato sviluppi asintotici di opportune

soluzioni fondamentali di operatori “universalmente ipoellittici” su gruppi di Lie nilpotenti e sem-
plicemente connessi servendosi dello strumento delle “contrazioni”. Nel loro approccio, Nagel, Ricci
e Stein considerano un gruppo di Lie nilpotente e semplicemente connesso G e lo reinterpretano
come il quoziente di un opportuno gruppo graduato G̃ mediante un suo sottogruppo normale I.
Il sottogruppo I viene quindi sottoposto all’azione delle dilatazioni naturali di G̃, dando luogo
ai sottogruppi Is := s−1 · I, s > 0. Di tale famiglia di sottogruppi vengono quindi considerati i
limiti a 0 ed ∞, denotati con I0 ed I∞, rispettivamente; tali limiti risultano essere dei sottogruppi
normali graduati. Conseguentemente, detto Gs il quoziente di G̃ modulo Is, s ∈ [0,∞], si ha che
Gs è isomorfo a G = G1 per s ∈]0,∞[, mentre G0 e G∞ hanno una struttura naturale di gruppo
graduato. I gruppi G0 e G∞ sono le contrazioni, “locale” e “globale”, rispettivamente, di G.

Un operatore differenziale invariante a sinistra L su G è detto “universalmente ipoellittico”
(cfr. [57]) se esiste un operatore di Rockland (cioè omogeneo e ipoellittico) L̃ su G̃ la cui immagine
tramite il differenziale della proiezione su G è L. Sono, ad esempio, operatori universalmente
ipoellittici gli operatori del tipo

∑
j(iXj)

2αj , ove (Xj) è una famiglia finita di campi vettoriali
invarianti a sinistra che genera l’algebra di Lie di G, mentre gli αj sono interi > 1.

Detto Ls l’operatore differenziale invariante a sinistra su Gs corrispondente ad L̃ (s ∈ [0,∞]),
restano di conseguenza indotte delle soluzioni fondamentali (log-)omogenee K0 e K∞ di L0 ed L∞
su G0 e G∞, rispettivamente. Mediante un’operazione di passaggio al quoziente a partire da una
soluzione fondamentale (log-)omogenea di L̃ su G̃, Nagel, Ricci e Stein hanno determinato una
soluzione fondamentale K di L su G, ed hanno dimostrato che:

• K(x) =
∑
k<N K∞,N (x) + O

(
|x|−Q∞+δ−N
∞ log(|x|∞)

)
per x → ∞ in G∞ (identificato con

G mediante la scelta di un opportuno supplemento graduato di I e I∞), ove K∞,0 = K∞,
K∞,k è una funzione (log-)omogenea di grado −Q∞ + δ − k, Q∞ è la dimensione omogenea
di G∞, δ è l’ordine di omogeneità di L̃, e | · |∞ è una norma omogenea su G∞;

1In altre parole, l’operatore di convoluzione associato è un operatore differenziale.
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• K(x) = P (x)+
∑
k<N K∞,N (x)+O

(
|x|−Q0+δ+N

0 log(|x|0)
)
per x→ 0 in G0 (identificato con

G mediante la scelta di un opportuno supplemento graduato di I e I0), ove K0,0 = K0, P è
somma di polinomi omogenei di grado al piú −Q0 +δ−1, K0,k è una funzione (log-)omogenea
di grado −Q0 + δ + k, Q0 è la dimensione omogenea di G0 e | · |0 è una norma omogenea su
G0.

Abbiamo quindi impiegato le tecniche di contrazione sviluppate in [57] per studiare funzioni piú
generali di L, come le potenze complesse (potenziali di Riesz) nel caso in cui L̃+L̃∗ sia un operatore
di Rockland positivo, oppure funzioni soddisfacenti condizioni di Mihlin di ordine infinito, nel caso
in cui L̃ sia formalmente autoaggiunto.

Benché i risultati ottenuti siano simili nello spirito a quelli presentati in [57], le tecniche impie-
gate per ottenerli sono differenti: mentre in [57] la soluzione fondamentale K e i termini successivi
degli sviluppi ottenuti erano definiti mediante delicate operazioni di passaggio al quoziente a par-
tire da una soluzione fondamentale omogenea di L̃ su G̃, nel nostro caso l’analisi del passaggio al
quoziente è ridotta quasi unicamente allo studio dei nuclei del calore (hs,t)t>0 degli operatori Ls,
cosí come alle loro derivate in s, debitamente definite.

In alcuni casi specifici, è stato altresí possibile dare delle interpretazioni dei termini successivi
degli sviluppi considerati – nel caso considerato sopra, delle funzioni K∞,k e K0,k per k = 1, 2, . . .
– in termini di L e delle potenze complesse di L∞ e L0.

Seguendo, inoltre, il procedimento adottato in [51, 52], è stato dimostrato un teorema di li-
mitatezza Lp per moltiplicatori di tipo Mihlin–Hörmander con condizione di regolarità di ordine
QG
2 , ove QG è la dimensione di crescita del volume – in altre parole, detta ν la misura di Haar

su G e dato un intorno compatto U di 0 in G, si ha ν(Un) � nQG per n → ∞. Tale risulta-
to generalizza [51, Teorema 5.2.6] al caso di operatori non necessariamente omogenei, ma non è
necessariamente ottimale. Vi sono, infatti, numerosi risultati che per opportune classi di opera-
tori omogenei presentano teoremi di limitatezza Lp per moltplicatori di tipo Mihlin–Hörmander
con condizione di regolarità di ordine strettamente inferiore, fino ad arrivare alla semidimensione
euclidea dello spazio soggiacente (cfr., ad esempio, [51, 52, 53]).

Per quanto riguarda il caso di operatori non omogenei, vi è un risultato per sub-Laplaciani
quasi-omogenei su un gruppo omogeneo G, cioè somma di quadrati di campi vettoriali omogenei,
dovuto ad A. Sikora [65] il quale impone condizioni lievemente piú deboli sulla regolarità del
moltiplicatore, sviluppando alcune tecniche elaborate da G. Alexopoulos [1]. Uno degli ingredienti
fondamentali di tale procedimento si basa sull’analisi della misura di Plancherel spettrale associata
al sub-Laplaciano quasi-omogeneo L, sviluppata all’interno di [65] e basata sullo studio di opportuni
prolungamenti analitici del valore del nucleo del calore associato nell’identità. Tali procedimenti
sono stati fruttuosamente impiegati per studiare piú generali somme di potenze pari L di campi
vettoriali omogenei su G, determinando analoghe proprietà della misura di Plancherel spettrale di
L. Un analogo teorema di limitatezza Lp per moltiplicatori di L è stato ottenuto in alcuni contesti
impiegando le tecniche introdotte in [37, 38] e sviluppate in [51, 52].

Spazi BV frazionari (con E. Bruè, G. E. Comi e G. Stefani)
In un recente articolo, [29], G. E. Comi e G. Stefani hanno introdotto gli spazi BV α, α ∈

[0, 1], come versioni frazionarie dello spazio classico delle funzioni a variazione limitata su Rn.
La motivazione principale di tale definizione era quella di introdurre una nozione di perimetro
frazionario (alla Caccioppoli), estendendo quella introdotta in [26] e basata sugli spazi di Gagliardo
Wα,1 (noti anche come spazi di Sobolev–Slobodeckij, o come gli spazi di Bezov Bα1,1). Precisamente,
la seminorma di Gagliardo è definita come segue:

[f ]Wα,1 :=

∫
Rn×Rn

|f(x)− f(y)|
|x− y|n+α d(x, y).

Si definisce quindiWα,1 =
{
f ∈ L1 : [f ]Wα,1 <∞

}
, mentre l’α-perimetro frazionario di un insieme

misurabile E è [χE ]Wα,1 .
Sfortunatamente, la seminorma di Gagliardo di una funzione f non ammette un’interpretazione

semplice in termini della norma L1 di un opportuno gradiente frazionario di f ; di conseguenza, la
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nozione di α-perimetro frazionario sopra menzionata non ammette una semplice caratterizzazione
“distribuzionale”, contrariamente alla classica nozione di perimetro. Con l’obiettivo di introdurre
una tale caratterizzazione distribuzionale, Comi e Stefani hanno considerato il gradiente frazionario
∇α, sostanzialmente definito come ∇(−∆)(1−α)/2 (cfr., ad esempio, [64, 66] ed i riferimenti al loro
interno), ed hanno definito BV α come lo spazio delle f ∈ L1 tali che ∇αf sia una misura limita-
ta. Hanno quindi introdotto e studiato la corrispondente nozione di α-perimetro di Caccioppoli
frazionario.

Abbiamo quindi considerato alcune proprietà della famiglia di spazi di Banach (BV α) in re-
lazione al loro comportamento al limite nei casi α → 0+. Il nostro punto di partenza è stata
la descrizione del comportamento asintotico della seminorma di Gagliardo presentata in [24, 55],
secondo cui esiste una costante (esplicita) c > 0 tale che

lim
α→0+

α[f ]Wα,1 = c‖f‖L1

per ogni f ∈
⋃
β∈]0,1[W

β,1. Abbiamo dimostrato due generi di risultati. Da una parte, per
f ∈ BV β per qualche β > 0,

lim
α→0+

|∇αf |(Rn) = c′
∣∣∣∣∫ f(x) dx

∣∣∣∣,
per un’opportuna costante (esplicita) c′ > 0. Dall’altra parte, se f ∈ BV β ∩ BV 0 per qualche
β > 0, ove BV 0 risulta essere lo spazio di Hardy (reale) H1, allora ∇αf converge a ∇0f in H1 per
α→ 0+.

Spazi di funzioni olomorfe su dominî di Siegel (con M. M. Peloso)
Sia Ω ⊆ Rm un cono omogeneo, cioè un cono convesso, aperto e non vuoto tale che il gruppo

G(Ω) degli automorfismi lineari di Ω agisca transitivamente su Ω, e si fissi un sottogruppo “triango-
lare” T di G(Ω) che agisca semplicemente e transitivamente su Ω (cf. [72]). Sia Φ: Cn×Cn → Cm

una mappa hermitiana, Ω-positive e T -omogenea, cioè tale che per ogni t ∈ T esiste g ∈ GL(Cn)
tale che t · Φ = Φ ◦ (g × g). Si consideri il dominio di Siegel omogeneo di tipo II

D := { (ζ, z) ∈ Cn × Cm : ρ(ζ, z) := Imz − Φ(ζ) ∈ Ω }.

Dominî di questo tipo sono stati introdotti da I. J. Pjateckĭı-Šapiro come modelli illimitati dei
dominî omogenei e limitati (cf. [62]), e possono considerarsi come generalizzazioni del semipiano
superiore C+ in C. A differenza del caso di un dominio limitato, il cui bordo di Šilov è lo spazio
omogeneo di un gruppo compatto di automorfismi del dominio, in questo caso il bordo di Šilov

bD = { (ζ, z) ∈ Cn × Cm : ρ(ζ, z) = 0 }

di D è illimitato, ma ammette una struttura di gruppo nilpotente di passo 2 che agisce per au-
tomorfismi affini (“traslazioni”) su D. Tra le funzioni su Ω, quelle relativamente T -invarianti, che
discendono direttamente dai caratteri di T , hanno un particolare interesse e possono considerar-
si come “funzioni potenza generalizzate”, secondo una terminologia proposta da S. G. Gindikin
(cf. [36]). Tali funzioni possono parametrizzarsi nella forma a∆s, ove s ∈ Rr e a ∈ C, ed r è il
rango del gruppo abeliano T/[T, T ], detto rango di Ω. Di conseguenza, gli spazi di Bergman pesati
(a norma mista)

Ap,qs :=

{
f ∈ Hol(D) :

∥∥∥h 7→ ∆s
Ω(h)‖fh‖Lp(N )

∥∥∥
Lq(νΩ)

<∞
}

godono di un particolare interesse. Qui, p, q ∈]0,∞], νΩ indica una misura G(Ω)-invariante su Ω,
N è lo spazio Cn × Rm con la struttura di gruppo ereditata da bD mediante la mappa (ζ, x) 7→
(ζ, x+ iΦ(ζ)), e fh : (ζ, x) 7→ f(ζ, x+ iΦ(ζ) + ih). Benché gli spazi di maggiore rilevanza siano gli
spazi a norma “pura” Ap,ps , vi sono alcuni spazi a norma mista degni di nota: ad esempio, gli spazi
Ap,∞0 si riducono ai consueti spazi di Hardy, mentre gli spazi A2,q

s sono di particolare utilità tecnica
in quanto nel loro studio la trasformata di Fourier può essere impiegata con maggiore profitto.
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Estendendo numerosi risultati presenti in letteratura in varia generalità (cf., come elenco non
esaustivo, [7, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 28, 31, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 59, 58,
60, 61, 63, 68]), abbiamo considerato nella generalità sopra indicata i seguenti problemi:

• Teoremi di campionamento: sia (ζj,k, zj,k)j∈J,k∈K un (δ,R)-reticolo, con δ > 0 e R > 1, cioè
una famiglia di punti di D per cui hk := ρ(ζj,k, zj,k) sia indipendente da j, e per cui le palle
BD((ζj,k, zj,k), δ) e BΩ(hk, δ) siano mutualmente disgiunte e le palle BD((ζj,k, zj,k), Rδ) e
BΩ(hk, Rδ) ricoprano D e Ω, rispettivamente (rispetto ad opportune distanze invarianti su
D e Ω). Allora, per opportuni b,d ∈ Rr,

‖∆s−(b+d)/p(hk)f(ζj,k, zj,k)‖`p,q(J,K) . ‖f‖Ap,qs

per ogni f ∈ Ap,qs . Inoltre, se δ è sufficientemente piccolo, R è limitato, e f “cresce lentamente
all’infinito” (in particolare, se f ∈ Ap,qs ), allora

‖∆s−(b+d)/p(hk)f(ζj,k, zj,k)‖`p,q(J,K) ≈ ‖f‖Ap,qs
.

• Teoremi di Paley–Wiener: sia, per λ ∈ Ω′ (il cono duale di Ω), πλ l’unica (a meno di
equivalenza) rappresentazione unitaria di N in un qualche spazio hilbertiano Hλ per cui
πλ(0, x) = e−i〈λ,x〉. Allora la mappa

Π: A2,2
s 3 f 7→ (e〈λ,h〉πλ(fh)) ∈

∫ ⊕
Ω′
Hλ∆−2s−b(λ) dλ

non dipende da h e, a meno di una costante moltiplicativa, è un’isometria surgettiva (purché
A2,2

s 6= 0).

• Teoremi di decomposizione atomica: detto Ks is nucleo riproducente di A2,2
s , sono state

determinate condizioni necessarie e condizioni sufficienti affinché la mappa

Ψ: `p,q(J,K) 3 λ 7→
∑
j,k

λj,kKs′( · , (ζj,k, zj,k))∆2s′−s−(1−1/p)(b+d)(hk) ∈ Ap,qs

sia ben definita, continua, ed eventualmente surgettiva, per un (δ,R)-reticolo (ζj,k, zj,k) con
δ piccolo e R limitato.

• Teoremi di dualità: sono state determinate condizioni necessarie e condizioni sufficienti
affinché la mappa sesquilineare

(f, g) 7→
∫
D

f(ζ, z)g(ζ, z)∆s+s′−(b+d)/min(1,p)+b+2d d(ζ, z)

induca un isomorfismo antilineare di Ap
′,q′

s′ sul duale di Ap,qs , ove p′ :=∞ se p 6 1 e 1
p + 1

p′ = 1
se p > 1.

• Teoremi di continuità per il proiettore di Bergman: sono state determinate condizioni neces-
sarie e condizioni sufficienti affinché il proiettore di Bergman Ps′ , definito da

(Ps′f)(ζ, z) :=

∫
D

f(ζ ′, z′)Ks′((ζ, z), (ζ
′, z′))∆2s′+d(ρ(ζ ′, z′)) d(ζ ′, z′),

induca una mappa continua da Lp,qs (definito come Ap,qs , ma sostituendo le funzioni misurabili
alle funzioni olomorfe) su Ap,qs .

• Teoremi sui valori al bordo: sono stati definiti opportuni spazi di Besov Bp,q−s e mappe di
estensione

E : Bp,q−s → Ap,qs−(b+d)/p,

per opportuni valori di s, per modo che Ap,qs ⊆ E(Bp,q−s ) e E(T )h → T distribuzionalmente per
h→ 0, per ogni T ∈ Bp,q−s . Sono state determinate condizioni necessarie e condizioni sufficienti
affinché Ap,qs = E(Bp,q−s ), nonché l’equivalenza di tale proprietà con versioni rafforzate delle
proprietà di decomposizione atomica e di continuità dei proiettori di Bergman.
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• Teoremi sulle misure di Carleson e di campionamento: sono state determinate condizioni
necessarie e condizioni sufficienti affinché Ap,qs si immerga con continuità (o compattezza) in
Ls(µ), ove µ è una misura di Radon su D. Sono state determinate condizioni necessarie e
condizioni sufficienti affinché Ap,ps si immerga come sottospazio chiuso di Lp(µ).

• Teoremi di continuità per operatori di Toeplitz: sono state determinate condizioni necessarie
e condizioni sufficienti affinché l’operatore di Toeplitz T , definito da

(Tf)(ζ, z) :=

∫
D

f(ζ ′, z′)Ks′((ζ, z), (ζ
′, z′)) dµ(ζ ′, z′),

induca mappe continue (o compatte) da Ap,qs in Ap,qs′′ . Sono, inoltre, state determinate
condizioni necessarie e condizioni sufficienti affinché T appartenga alla classe di Schatten
Lp(A2,2

s ;A2,2
s′′ ).

Spazi di Besov di Tipo Analitico
Lo studio degli spazi di Besov di tipo analitico Bp,qs introdotti durante lo studio dei valori al

bordo degli spazi di Bergman su dominî di Siegel omogenei è stato approfondito come segue:

• sono state determinate condizioni sufficienti per inclusioni della forma Bp1,q1
s1 ∗Bp2,q2

s2 ⊆ Bp3,q3
s3 ;

• sono stati determinati teoremi di tipo Mihlin–Hörmander per moltiplicatori di Fourier destri
per gli spazi Bp,qs ;

• sono state studiate le proprietà degli spazi Bp,qs in relazione all’interpolazione complessa;
seguendo [69], è stato studiato un funtore di interpolazione complessa modificato rispetto a
cui gli spazi Bp,qs interpolano in modo naturale per tutti i possibili valori di p, q ∈]0,∞] e
s ∈ Rr;

• sono state studiate le possibili inclusioni tra gli spazi di Besov Bp,qs e opportuni spazi di Besov
“classici”.

Operatori di Schrödinger su gruppi di Lie (con T. Bruno)
Siano G un gruppo di Lie e (X1, . . . , Xk) una famiglia finita di campi vettoriali invarianti a

sinistra generanti l’algebra di Lie di G. Si consideri il sub-Laplaciano

L :=
∑
j

X∗jXj ,

ove X∗j indica l’aggiunto formale di Xj rispetto alla misura di Haar (sinistra) di G fissata. Sia,
inoltre, V una funzione misurabile e reale su G. Allora l’operatore L + V , ove V è pensato come
operatore di moltiplicazione, può essere interpretato come una variante sub-Riemanniana dei piú
consueti operatori di Schrödinger ∆ + V su Rn. Sono state considerate condizioni necessarie e
condizioni sufficienti per la discretezza dello spettro di L + V in alcuni contesti, generalizzando
alcuni risultati presenti in letteratura (cf., come elenco non esaustivo, [3, 42, 56, 67, 30]). Sono
stati conseguiti i seguenti risultati:

• La condizione sufficiente derivante da [3, Lemma 2.1] (cf. [30, Theorem 6]) è stata estesa al
caso di gruppi di Lie generali;

• La condizione sufficiente [56, Teorema 3.1] è stata estesa al caso di gruppi di Lie generali;

• La condizione necessaria e sufficiente [56, Teorema 3.5] è stata estesa al caso di gruppi di
Lie generali, utilizzando la nozione di polinomio introdotta in termini algebrici in [44] e
reinterpretata in termini analitici in [2];

• La condizione necessaria e sufficiente [42, Theorem 2.10] è stata estesa al caso di gruppi di
Lie generali;
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• È stato studiato il collegamento tra operatori di Schrödinger e sub-Laplaciani pesati, appro-
fondendo lo studio effettuato in [25].

Nel caso di gruppi di Métivier, sono state in particolare studiate le proprietà di discretezza
della spettro di L+ eN

α

, ove N indica una particolare norma omogenea che coincide con la norma
di Kaplan nel caso dei gruppi di tipo H.
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